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VIII. Manure ilementalre d'obtenir les Suites par lesquelles 
s'exprirnent les Quantites exponentielles et les Fonctions tri- 
gonometriques des Arcs circulaires. Par M. Simon I/Huilier, 
JF. R* o. 



Read February 18, 1796. 

JL/usage des logarithmes, et celui des fonctions triganom6-* 
triques des arqs de cercle, tels que sont les sinus, cosinus, 
tangentes, &c. sont si frequens dans les parties les plus 616men- 
taires des math6matiques, soit pures soit mixtes, qu'on doit 
regarder ces quantites comtne apartenant aux Clemens ; et que 
leur calcul doit entrer dans un trait6 6lementaire. 

En s'en tenant a la maniere ordinaire de presenter lesloga- 
rithmes dans les 616mens, on fait comprendre la possibility de 
leur calcul plutot qu'on ne peut le developper. Outre eelui, la 
d^pendance mutuelle des operations successives par lesquelles 
011 parvient a un resultat approch6, exige dans chacune d'elles 
tine exactitude, qui complique et projonge le calcul, au point 
qu'il est bien peu de mathematiciens modernes, qui eussent 
pour les progres des sciences le d^vouement qu'ont eu Fauteur 
de cette belle decouverte, et ceux qui ont poursuivi et complete 
ce calcul penible, avant qu J on eut trouve les voies directes et 
ind^pendantes les unes des autres de parvenir awx m£mes 
r^sultats. 
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Les memes difficultes et les memes longueurs se pr6sentent 
dans les calculs des fonctions des arcs circulates, quand on 
s'en tient aux voles &£mentaires d£velopp6es jusqu a present. 
Le nombre des extractions de racines, et leur d^pendance 
mutuelle, sont telles, qu elles exigent un travail affraiant, qui 
deviant superflu, quand le calcul de chaque fonetion est rendu 
direct. 

Aussi dans le d6velopement de Tune et de Tautre de ces 
matieres, est-on oblige d'abandonner ces voles longues et peni- 
Mes; et en profitant des tables heureusement deja ealcul£es> 
ou a coutume de renvoier aux calculs sup&rieurs Imposition 
des proc6d£s abbreg6s et directs par lesquels on parvient aux 
memes resultats. Quelques math^matieiens il est vrai, et en 
particulier Euler dans son Introduction ont expose ces derniers 
proc6d6s d'une maniere qui paroit les raprocher des elemens. 
Mais, si on examine avec quelque soin la marche de ce math£- 
maticien, on trouvera quelle est entierement fondee sur le 
principe de Tinfini ; tout au moins trop obscur, pour qu'on 
puisse regarder eomme elementaires des m^thodes auxquelles 
il sert de base. 

J'espere avoir evit£ ces inconveniens ; et avoir rendu Impo- 
sition de la th£orie generale des quantity exponentielles, et 
des fonctions des arcs circulates, entierement 6l6mentaire et 
independante de toute idee de l'infini. La liaison intime qui 
regne entre les proc£des par lesquels je calcule Tune et Fautre 
de ces especes de fonctions, est remarquable, et propre a 
^claircir Fanalogiequi regne entr'elles. Cette analogie, il est 
U eat eonnue de P uis longtems des mathematiciem ; mais, 
comme elle a £te r£duite aux expressions imaginaires d'une 
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de ces especes de fonctions dans l'autre, elle meritoit d'etre 
presentee d'une maniere plus lummetfse. 

La methode que je vais exposer est conforme a celle qua 
emploiee un mathematicien trop modeste et trop peu connu, 
mon ami M. Pfleiderer, Professeur a Tubingue, en demon- 
trant le theorem de Tav.ok dans sa dissertation intitulee 
Theorematis Tayloriani Demonstrate : Tubingse, 1789. 

§ 1. Lemme. Les differences des puissances des nombres 
naturels d'un ordre exprime par Texposant de ces puissances, 
est une quantity constante ; savoir, le produit continuel des 
nombres naturels depute Funite jusqu'a cet exposant ; et par- 
tant, les differences des mdmes puissances d'un ordre supe- 
rieur evanouissent 

Je pourrois regarder cette proposition com me connue. Mais, 
comme elle est une des principales de ce memoire, et que sa 
demonstration est facile, je crois devoir Fexposer en abreg6. 

1. Les differences premieres des nombres naturels sont 
egales k l'unite, et les differences suivantes evanouissent. 

2. Les differences premieres des nombres quarres, sont 
n % — (n — iy=:2n — i. Done, les differences secondes des 
nombres quarres sont les doubles des differences premieres 
des nombres naturels; et partant 1.2. Et les differences 
suivantes evanouissent, 

3. Les differences premieres des cubes, sont n 3 — {n — i) % 
— g n n — g n j^. 1# ■ Done, les differences troisiemes, qui sont 
les differences secondes des differences premieres, sont les 
triples des differences secondes des nombres quarres ; savoir 
1.2.3 ; et les differences suivantes evanouissent. 

En general. Les differences premieres des puissances dont 
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Texposant est w, sont n m — \n — i) m = 

+ — . . . ~~ 2 ^ . . . .Les differences m w " de ces puissances, 

qui sont les difFerences m — i des differences premieres, sont 
les differences m — i mes des puissances des nombres naturels 
dont les exposans sont m — 1 ou plus petits que m — 1 ; af- 
fectees de coefficiens coristans. Partant, s'il a ete prouve que 
les differences m — i mes des m — i mes puissances des nombres 
naturels, sont la quantite constants 1.2.3 . . . . m — 1 ; et que 
les differences du meme ordre des puissances inferieures eva- 
nouissent; on obtient aussi que les differences m mss des m mn 
puissances, valent m fois le produit 1.2.3 ... m — 1 5 ou sont 
le produit 1.2.3 a ... m ; et c L ue ^ es differences des ordres su~ 
perieurs evanouissent. 

Avis. Pour abreger, je designerai par A p {a m . . — '. n m ) les 
differences de Tordre p des puissances m mes des nombres natu- 
rels, depuis # jusqu'a^, 



Premiere Partie. Sur les Logarithmes. 

§ 2. Lemme. Soit une progression geom£trique, commen- 
^ante par Tunite, p, ex. Les differences de tons les ordres 
des termes decette progression forment aussi une progression 
geometrique, dont Fexposant est le meme que celui de la pre- 
miere, et dont les termes sont les produits des termes de la 
premiere progression par la difference des deux premiers termes 
elevee a une puissance dont Fexposant est egal a Tordre de 

MDOCXCVi. U 
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cette difference. Soit i, a, a % , a\ a 4 , a s .... . a"" 1 une pro- 
gression g^ometrique : 

La suite des differences premieres, est 

a — i,a^—a,a 3 —a*,a 4 ~a\a s —a 4 ...a n ~ 1 —a n ~ % ; ou, 
(a — i) (1, a, 0*, a 3 , _ tf 4 , . . . . . a n ~*.) De-la, 

la suite des differences s.econdes, est 
{a— i) a (1, a, a 1 , a\ a 4 , ) La suite 

des differences troisiemes, est 
(^— i) ? .(i, a, a*, a\ a 4 , .... . .)■ La suite 

des differences quatriemes, est 
(a — i) 4 (i, #, a*, # 3 a 4 , . . . .) 

La suite des differences w w ", est 
(a—i)™ (i, a,. d*, a 3 , a 4 . . . .) 

§ 3,- Lemme. Soit 0* une quantity exponentielle dans la- 
quelle a est plus grande que Tunit6. Cette quantite est plus 
grande que Tunite ou plus petite que l'unit6, suivant que % est 
positif ou negatif; et dans Tun et Tautre cas cette quantite 
approche de l'unit6 d'autant plus que z est plus petit : de 
man i ere que. Tunit6 est; la limite en grandeur ou en petitesse 
de a % suivant que z est positif ou negatif. 

Corollaire. a % est une fonction de % de la forme 1 ■+ Az + Bz* 
~j-C% 3 + Ds 4 +. ... 

§ 4, Soit done proposee la quantity exponentielle a* a ex- 
primer dans son exposant z ; 

Soit a**=i + Az+ B% a + C% 3 + D% 4 + E% 5 -f. 
On aura aussi ... 

a**= 1 + 2 As + 2 W+ 2 3 C% 3 + 2 4 D% 4 + 2 5 E% 5 + ; . . 
a z *= 1 + 3 As + 3W+ 3 3 C% 3 + 3 4 D^ 4 + 3 5 E% 5 + . . . 
a 4 *= 1 + 4 As+ 4W+ 4 3 C% 3 + tfDz 4 + tfEz 5 + . . . 



# « »• 
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Soient prises les differences premieres ; on aura 
(a*— 1) a" — As + (2*— i)Bs* + (2 3 — i)Cs 3 + (2*— 1) 

Ds 4 + (s 5 — 1) Es 5 -f . . . . 
(a*— 1) a M .= As + (3*— 2*)Bs*+ ( 3 3 _2 3 )Cs 3 + C3 4 — 2 4 ) 

Ds 4 -f (3 s — 2 5 ) Es 5 + ... 
(a*_ !) *<- = As + (4*- 8 *) Bs* + ( 4 3 -3 3 ) Cs 3 + ( 4 4 ~ 3 4 ) 

Ds 4 + (4 5 — 3 s ) Es s + • • • 
Or; puisque a* =1 -f- As + Bs* -j- Cs 3 + Ds 4 + . « • . 

a 9 — 1 = As -f Bs* -f Cs 3 + Ds 4 + 

Et les premiers termes de tous les premiers menxbres des 
6quationsf pr£cedentes sont As. Mais, les premiers termes de 
tous les seconds membres des memes Equations, sont aussi As. 
Done, on a pour ces premiers termes des expressions iden- 
tiques, desquelles on ne peut rien determiner pour la valeur de 
A. Partant, le coefficient A demeure indetermine. 
Soient prises les differences secondes ; on aura 

(if— i)\^==A ii (3 a ...i 2 )Bs a + A ii (3 3 ...i s )Cs 3 + A ii (3 4 ..a 4 ) 

Ds 4 -|- A H (3 s .. 1 5 ) Es 5 + . . . 
(<z«— 1) 2 a™ = A" (4*... 2*) Bs* + A i{ (4 3 ...2 3 ) Cs 3 + A" (4V2 4 ) 

Ds 4 + A 11 (4 5 ..2 5 ) Es 5 + . . . 
( a *_ i)\ .&*= A u (5 a .-3 a ) Bs* + A" (5 3 ...s s ) Cs 3 + A" (5 4 -3 4 ) 

Ds 4 + a« ( 5 5 ..3 5 ) Es 5 + . . . 

Puisque a 55 — 1 = As + Bs a -f- Cs 3 + Ds 4 + . . . ; le 

premier terme de tous les premiers membres des equations 
pr6c6dentes est AAs a . Mais, le premier terme de tous les 
seconds membres, est (§1) 1.2 BsV Done, egalant les co- 
efficient des puissances secondes de s, on a AA = 1.2 B ; ou 3 



B = _i-AA. 
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Soient prises les differences troisiemes ; on obtient 
(a»_ 1 )V = A i;i (4 3 ...i 3 ) Cs 3 + A iU (4, 4 ,..i 4 ) Dz*+ A iii (4 , ..i') 

Es 5 + A iH (4 6 ..i 6 ) F% 6 -f . . . . 
(a-.— i) s a*==A iU (5 3 ..,2 3 ) C% 3 + A ;ii (5 4 ..2 4 ) D% 4 + A Ui (£\..a 5 ) 

Ez 5 + A Ui (5 6 ..2 6 )F^ 6 + . . 
(^-~i) 3 a 3z = A iii (6 3 ...3 3 )Cz 3 + A iii (6 4 ...3 4 )D2; 4 +A i »(6 s ...3 5 ) 

Ez s 4-A iU (6 6 ..3 6 ).F2; 6 + .. . 
On montre de m£me ; que, le premier terme des premiers 
membres de toutes ces Equations est A 3 2 3 ; tandis que le pre- 
jnier terme des seconds membres est 1.2.3 C^ 3 - Done; 1,2.3 

V*/ zzzz xtl . 1 CD \_^ •■ ■ ■ ■■■■■■ —~ — -— J\ »• 

' 1.2.3 

Soient prises les differences quatriemes ; on obtient 
(*"— 1) 4 (t = A iv (s 4 ...i 4 ) D% 4 -f A iv (5 s .. 1 5 ) E% 5 .+ A iv (5 6 ...i 6 ) 

(tfu-.i) 4 a* = A iv (6 4 ...2 4 ) Ds 4 -|- A iv (6 s ...2 s ) E% 5 + A" (6 6 ...2 6 ) 

(a*— i) 4 a* = A^(7 4 ...3 4 )D^+ A*(7 5 .~3 5 )Es* + A iv (7 6 ...3 6 > 

F% 6 . . . . 
Les premiers termes des premiers jnaembres de ces equations 
softt A 4 %\ Mais, les premiers termes des seconds membres 
sont 1.2... 4<T)z\ Done ; 1.2.. 4D = A 4 ; et D= ^~— A 4 . 

On montre de la m£me maniere ; en prenant les diffe- 

rences cinquiemes, sixiemes, septiemes 

quon a les equations ......... A 5 = 1.2... 5E; A 6 = i.2..„6F; A 7 

— x * tu » y * / v_# • « • ..»-•■ 

et partant ; ; . . . . . . , . . E = 77— r A s ; F = — ~~r A 6 ; G 

A" I.2...5 1.Z...U 

I \7 

""""""" ———.ill ■ 11 M f-\ 



of obtaining the Serieses of circular Arcs. 149 

A 2 " A 3 A 4 

On a done ; a* = 1 4- Az 4 2*-| z 3 A % 4 + 

as' 

-^— % 5 4" . . . '. 
1.2. ..5 I 

De m^me . . . a~ z = 1 — A% A z* — — z 3 A — — z* 

1 1.2 I,2»3 * I.2„4 

A 5 

**>*/ f » # * » « 



De-la; . . . . -±f_ = i +— ** +TTT Z 
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1 1. 2. .6. ' l 



% w__%- A3 

"■-" - = A* + — s 3 

2 [ I,: 



,2.3. 



A 5 

J % 5 4- . . . 

1 1. 2. .5 * 

Remarque. On parvient done par un proced6 purement 
£l6mentaire, fonde sur une propriety essentielle et premiere 
des progressions geom6triques (§ 2.), aux suites qu'on a d<§- 
duites jusqu'a present des calculs superieurs, ou du moins, de 
rintroduction de linfinL 

II est connu ; que, a est la base du systeme logarithmique ; 
que A en est le module, et faisant z=-i, la relation de a a 

A 7, A 3 

A, est exprimee par Inequation, ^ = 1 -|- A -f — - + b 

A 4. * ■ 

— r !-••••• Faisant A = 1, le systeme est celui des lo- 

1. 2.. 4 * %/ 

garithmes natufels, dont la base est designee par £. De la 
derniere suite, on peut exprimer A en a, soit par la methode 
du retour des suites; ou plutdt, par la voi'e que je d&velopperai 
bientot, apres avoir fait sur ce qui precede quelques observa- 
tions. 

z \ n 
n 



§ 5. Soit d6velopp6 le binome (1 -f A . On obtient 



i +A *+ Tf — A _ + y , _,_. A ^ + T— — 

^ JL n n ~~4- as ^ s 1 
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t i a 1 % 



x _|_ Az + A* »* + -, — - A 5 % 3 + 



2 i 2 • ^ * 2 ' 3 ' ' 



3 * 4 

ia 4 ^ + ^I,,,^Ia^ s + 



4 '2 5 

Plus n augmente, plus les facteurs i — — , l — ■ —-, i 3 



n 



i — - — .... approchent d'etre £gaux a Funite; et partant, plus 
n est grand, plus la suite precedente approche d'etre 

l +A^+ - — z* + - — z 3 H — % 4 + -— ~ + . . . ; de 

1 " 1.2 * I.2.3 1.2. .4 « 1.2.. .5 ' 7 

maniere que cette suite est la limite du binome (1 -| — —I . 

Ay \ n 

Done aussi, la quantite a* est la limite du binome (1 + -j- J .; 

a# \ k 
la quantity dr* est la limite du binome ( 1 — J ; et les quan- 



2 



tit6s — ^~ — — , sont les limites des quantity (1 + A — 

v n 



§ 6. Je passe a Texpression de % en a et A. 

Puisque a* =?= 1 + As 4- — r 2* + —7 # 3 + ■ - - z 4 4~ 

a ■ * 1.2 ■ 1.2.3 ~ 1.2.^4 ' 

A 5 

2 s + . . . . 



a Az 



1. 2... 5 
Soit z = was; ; on aura aussi, 

1 a a 1 A * A 4 1 AJ * a 3 1 a* A 4 . ^ A 5 
= 1 + AAz 4- — r As; + — — -~ As; + ■ - ' Asr + — - — 

1 ■ 1.2 ■ 1.2.3 ■ 1. 2. .4 ■ 1.2. .5 

AZ 5 -J- • . . . 

et a* = a MA * = (a Lz Y— ( 1 ~f Aas; + — Az* +•—£- Az % + 

v * v ■ ■ 1.2 ■ 1*2.3 

A% 4 + AZ S + . . .y. = 1 4- u. 

1. 2, .4 l 1. 2. .5 ' / • « 

De-la ; ( AAs; 4- tt a% * + -: As; 3 H As; 4 + 

v * 1.2 » 1.2.2 ■ 1. 2. .4- ■ I.2.. 



5 



A% 5 + ... .) = (i + v) n '— 1, 
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A A 1 A 3 « A 4 

et KnAz ( 1 + — AzA Az* + -— — Az 3 + -— — - 

V ■ 1.2 ' 1.2. 3 ' 1. 2. .4 ' 1.2"S: 

A% 4 + . . .) = n ( ( 1 + u) T — 1 

1 11- 1 1 1 

/ w a 1 n n 3 » n » 4 1 

= ("- — " +-7X---r~ u ~ ~n-- -?-• ~T~ u + 

«_ __ «^ s \ 

1.2 5 / 

A 7, A 3 

Or, (par supp.) n log. (1 ~j~ Aa% + -yj A% * + T7T* As;3 ~^ 

TXT A%4 + TZ7 A%S + • •■•)=* Io g- C 1 + u ) 
ou, n log. tf A *==log. (1 + u) ; ef tzA% log. # = log. 1 + v; 

ou, faisant a la base du systeme, et partant log. a = 1, 

A log. (1 +u) (1 + -£-A*-f -4— A»*H — ^-A% 3 4-~-^-- 
° >> * ^ v 1 It2 » 1.2.3 * 1.2.3 1.2. .4 

1 1. 2. .5 ! / 

1 * i ii 1 

•1 1 2 1 2 3 — , — . 

-» a 1 n n z n ft ft 4 » 

1.2 1 1.2 3 1.2 3 4 / w T 

i-i 2 -l 4 - i- . 

ft » ft 5 

« » • * <™»*»— i/ «■"■—■ 

1.2 3 5 

Az .. A# A2 Az Az 
1 1- 2 1 3 

-^ a l Z _ Z -y Z x Z a . 

= u rr u + -TT-- ~r~ u — ~ • • • -7- u + . 

A£ Az 

z z 5 

1.2 ' * * 5 U * 

Cette equation ai'ant toujours lieu; elle a lieu en particu- 
lier entre les lirnites de ses membres ; qui 
sont A log. (1 + v); et v — |u a -f |u 3 -^ 4 + {u 
done ; A log. ( 1 + u) = y _ I. y a + i u ! -|u 4 + | u 



C ** • • » « 

Ly 5 

c W • • • * • 



A log. 1 - « = - U -—L „•—.!. „*_£„♦ _£„*_. 

A lo g- S = a .(» + i " 3 + t «* + • •■ • • • ) 
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Soit i 4- u = a ; la base du systeme 
A = (a-i) -± (a- iy + ± (a^i) 3 -} (a - i)* + ± 
( a — i ) s — . . . . . . v 

aa—i,.ilaa — i\s , i /^r^ — i\s r . . i-ft; 

= — ; — -4 — — ■ — +— — "i — + . ... en faisant — = 

Ce qui est la relation par laquelle le module est determine 
dans la base. 

§ 7. Je ne m'arrete pas aux consequences qui decoulent de 
ces formules connues ; mon seul but etant de montrer com- 
ment on peut les obtenir par les el^mens. Je donnerai pour 
exemple de leur utility la facility avec laquelle on obtient 
liquation differentiae logarithmique ; de laquelle reeipro- 
quement on a d^duit le calcul des logarithmes. 

A a A 3 A 4 A s 

Puisque o-= 1 + Az + —% % + — 3 %3 + TZT^+T^i 

Aj ^^ • • « • 

d.a* a / 1 a I A 2, a , A 3 3 . A 4 4 . x 

de-la; ^ = A*a* 
^=A 3 a" 



d;£ 3 

. » ■■■— W.II.IKi— W W * 

C?£ 4 



A . a* 



Recipr.oquement.. Puisque A log.i + u— u— — u* + t u s — — u * 



1 



+ 5 
5 

A flL 10£. I 4- v 1 a • ; s 



+ « 



• - » • c 



1 4" v 
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Seconde Partie. Sur les Sinus, Cosinus, etTangentes, 

des Arcs de Cercle. 

§ 8. Lemmes connus. 1. La difference des sinus de deux* 
arcs est egale au double produit du cosinus de leur demi- 
somme par le sinus de leur demi-diffcrence. 

2. La difference du cosinus de deux arcs est egale au double 
produit du sinus de leur demi-somme et de leur demi-dif- 
ference. 

* 

Symboliquement. 1. Sin. a — sin. 6 = 2 cos. ^— sin. ^-s 

2. Cos. — cos. a = 2 sin. — — sin. 

2 2 • 

§ 9. Soient : Sin. a, sin. 2a, sin. ga, sin. 4a, sin. 5a, sin. 

6a, les sinus d'arcs en progression arithrnetique, 

croissant, p. ex. comme les nombres naturels. Soient prises 
les differences des ordres successifs de ces sinus ; on obtient 

Differences du premier ordre . — 2 sin. — a (cos. -2- a, cos. i- a, 

cos. -~ a, cos. — # cos. — a, cos. — a .... ) 

Differences du second ordre . . — 2 a sin.*|-a (sin. 2a, sin. %a 9 
sin. 4a, sin. 5a, sin. 6a, sin. 7a ) 

Differences dutroisieme ordre . ~-2 3 sin. 3 — a (cos. -£- a, cos. — 0. 

2 ^ 2 5 2 * 

cos. — a, cos. ~ a, cos. — a, cos. —a ..... ) 

2222 ' 

Differences du quatrieme ordre . . + 2 4 sin 4 -§-a (sin. 3a, 
sin. 4a, sin. 5a, sin. 6a, sin. 7a, sin. 8a .... . ) 

Differences du cinquieme ordre . . + 2 5 sin. 5 -l a (cos. -fa 



2 \ ' z " 3 

f a, cos. ^ a, cos. — a, cos. -^ a, cos. — a . 

2 2' 2 2 7 2 



Differences du sixieme ordre . . — 2 6 sin. 6 fa (sin. 40, sin. 5a, 
sin. 6a, sin. 7a, sin. 8a, sin. ga .... ) 
mdccxcvi. X 
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En general, 
Differences du 2m m ordre ; . r =±= 2 aw sin^i # (sin. m + \.a 9 
sin, m -j- s.a, sin. m -f- 3-#> sin. m + 4#> . . . . ) 

Differences du 2m + i Wff ordre . . =±= s^+ x $m. m + % %a (cos. 

— ~ a, cos. — — a, cos. — ~ #, cos. — ^^ #,.... ) 

§ 10. De meme; soient cos. a, cos. za, cos. ga, cos. 4a, 

cos, 5*2, cos. 6a, les cosinus d'arcs en progression arith- 

metique croissant,^?, ex. comme les nombres naturels. Soient 
prises les differences des ordres successifs de ces cosinus ; on 
obtient 

Differences du premier ordre . . -~ 2 sin. ^»a (sin. ~a, sin. — a, 

• 7 . O -II 1% X 

sin. — a, sin. — a, sin. — a, sm. — a ... ) 

2 5 2 ? 2 ' 2 j 

Differences du second ordre . . — 2 a sin.*-§-<2 (cos. 2tf, cos. 3^ 
cos. 4#, cos. £#, cos. 6#, cos. ja .... ) 

Differences du troisieme ordre . . . -j- 2 3 sin. 3 — a (sin. ~a % 

7 • Q .II • 13 • I? \ 

sin. — a 9 sin. — a, sm. — a, sm. — a, sm. — #...) 

2 7 2 ' . 2 ' 2 7 J2 ' 

Differences du quatrieme ordre . . . ~j~ 2 4 sin. 4 ~tf (cos. ga 9 
cos. jyx, cos. 5a, cos. 6a> cos. 7*2, cos. 8# ? ..... ) 

Differences du cinquieme ordre ... — 2 5 sin. 5 — a (sin. — ^ 

o .11 • n 'I 1 ; -17 \ 

sin. — a* sin. — #, sin. — a. sm. — #, sm. —a ..... } 

2 7 2 7 2 7 2' 2 / 

Differences du sixieme ordre . . .— 2 6 sin. 6 ~tf (cos. 4a, cos. 5^ 

cos. 6a 9 cos. 70, cos. 8a, cos. 9^ ) 

En general, 

Differences du z?n me ordre ±2 aw sin. aw ^ # (cos. m + i.#, 

cos. m -j- 2.^ cos. m + 3' a > cos * wz + 4.0, cos. m -f g.a ) 

Differences du 2m + i me ordre . . . . =±= 2 2W + 1 sin. 2M + I -^ (sin. 

2/w4^ • 2m -f c . 2m 4- 7 • 2m 4- q . 2m 4- 11 x 

—~a, sin. — —a, sin. ~~—a> sin. — i^a, sin. • a...) 
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Remarque. En omettant le facteur Q m $in. m j-a; ces suites 
(de m<§me que la suite fondamentale) reviennent sur elles 
mehries, ou son t touj ours differentes, suivant que a est com- 
mensurable oii non avec la circonference. Ces suites sont 
aussi celles des sinus ou cosinus d'arcs qui suivent la progres- 
sion arithm^tique des nombres naturels ; seulement, avec une 
origine differente. 

§11. Comme sin. % est zero, lorsque % est zero; et qu'outre 
eeiui le rapport d'egalite est la limite du rapport d'un arc a son 
sinus ; et que le sinus est plus petit que Tare ; sin. z est une 
fonction de % de la forme, % — Az* + B2 3 -f C% 4 + Dz 5 +...„. 
Et comme le cosinus d'un arc est Funite, lorsque % est z6ro; 
cos. z est une fonction de z de la forme 1 — • Kz + B%* + Cz* 

"" j ' jLJZ m \* S2jZ m T m • . • • 

§ 12. Soit done ; sin. % = % — Az % -f B% s ~+ C% 4 + Qz s -f- 

Ez 6 -f- 

On aura aussi, sin. 22 = <zz— tfhz % + 2 3 B% 1 + 2 4 C% 4 + 2TO+ 

2 ELtZ "Hr" • * « • 

sin. gz = 3% — 3 a A£*+ g 3 B% 3 + 3 4 C% 4 -f- g s Dz* -f 

3 6 E% 6 + . . . 
sin. 4% = 4% — 4*A% a + 4 s Bs; 3 + 4 4 C% 4 + 4 5 D^ S 4~ 

4 -*~jZ *-¥" ... 

Soient prises les differences premieres ; on obtient 
2 sin. ± z cos. f z = z — (2*— i*) A»*-{- (2 3 — 1 3 ) B% 3 -j- (2*— 1 4 ) 

Cz 4 + (2 s -i s )Dz 5 + .. 
2 sin. i s; cos. !« = *- (3*~2 l ) A^-j- (3 3 — 2 3 ) B* 3 -f- (3 4 — -s 4 ) 

4 + (3 5 — 2 s ) D« 5 + • • 
ssin.i*cos.i* = *- (4 a — 3*) A* 4 + U 3 ~3 3 )B* 3 + (4 4 -3*) 

e* 4 + ( 4 5 — 3 5 ) D* 5 +.. 

X* 
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R6duisant en suites les faeteurs du premier membre (§ n ;3fc 
et executant les multiplications ; les premiers termes des pro- 
duits sont iz; et le premier terme de cha.que second membre 
est aussi 1 % ; partant, nous apprenons seulement que ie premier 
terme de Texpression du sinus est bien 1 z. 

Soient prises les differences secondes ; on obtient 

— a*sin.*-i-*sin. 2x = — A" (3*. .1*) A**+ Aii (3 3 -- 1 ') B*'+ A" 

.(3 4 ...i 4 )C* 4 + A" (3 s ... 1 5 ) D* 5 +. . 

— 2* sin.* is; sin. 32;== — A ;i (4? . . .2, 1 ) Az* -{- A i; {/£...&) Bz 2 -\- A" 

(4 4 ...2 4 ) C* 4 -f a" (4 5 ...2 5 ) D* 5 +. . 

— 2* sin. 1 i z sin.- 4* = — A h (a*...3*) A**+ A u (5 s * .3 s ) B* 3 -f- a h 

(^...S 4 )C^+A«( S \,.g I )D*»+... 

Or; le premier terme de chaque premier membre d^veloppe 
en suite conformement aux expressions du § n me estz 3 ; et les 
premiers membres ne contiennent pas les secondes puissances 
de % ; tandis que le coefficient du premier terme Az* des seconds 
membres, qui est la difference seconde des quarres des nombres 
naturels, n*6vanouit pas. Done ; dans les seconds membres, 
le coefficient A de z*est zero. 

On demontre de la merae maniere ; que, dans la suite, 

sin. z — z — Az x + B% 3 + C% 4 +D% 5 +E% 6 + , les coef- 

ficiens de toutes les puissances a exposans pairs evanouissent. 
Savoir ; aiant pris les differences de l'ordre pair zm qui sont 
^tzz zm sm.z zm ±-z sin. pz (§ 10.) ; le premier terme du produit 
des faeteurs d^veloppes en suites, contient la puissance impaire 
de z, z 2m + tm 9 de maniere que dans ces produits, la puissance 
paire z %m manque ; done, elle doit aussi manquer dans les se- 
conds membres : or, le premier terme de chaque second 
membre contient la puissance paire z %m --> avec deux faeteurs 
dont Tun A™ n %m est la quantity constante 1.2 ... 2m (§ 1.) et 
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partant n*£vanouit pas ; done, Tautre facteur de cette puissance 
^vanouit. Partant ; le sinus d'un arc est une fonction de cet 
arc, de la forme sin. z — z — Az 3 -f B% 5 + C% 7 + D% 9 -f ...'.. 
qui ne contient que les puissances impaires de %. 

On a done; sin. z=z z — A% 3 -f* Bz 5 "-f- C^ 7 + D^-f--* 

sin. qz = 2^-— a 3 A% 3 +2 s B% 5 +2 7 C% 7 4~2 9 D% 9 -f . . . 
sin. 3% = 3% — 3 3 A% 3 +3 5 B^ 5 +3 7 C^ 7 -f 3 9 D% 9 +. . . 
sin. 4% = 42; — 4 3 A% 3 -j-4 5 B% 5 -f4 7 C% 7 -f4 9 D% 5 +. . 

Soient prises les differences troisiemes ; on obtient 

— & 3 sin. 3 ~ z cos. fz = — A iH (4 3 ...i 3 ) A^ 3 + A Hi (4 5 ..i 5 ) B2 5 

+ A iH (4 7 ..i 7 ) C 7 + A" 1 (4 9 ...i 9 ) D% 9 + . . 

— 2 3 sin. 3 1% cos. £z = — A iU (5 3 ..2 3 ) A2 3 -f A iU (5 s .. 2 s ) B% 5 

+ a*» (5 7 ...2 7 ) C2 7 + A iH (^...a 9 ) D% 9 '+ . . 

— 2 3 sin. 3 \ z cos! 1 2;= — A Hi (6 3 ...3 3 ) A% 3 + A Hi (6 5 ...2 S ) B% 5 

+ A- (6 7 ... 3 7 ) Cz 7 + A ili (6 9 ... 3 9 ) Dz 9 + . . . 
R^duisant en suites les facteurs des premiers membres con- 
formement au § 11 ; les premiers termes de ces membres sont 
— ■ z 3 ; et les premiers'termes des seconds membres sont (§ 1.) 

— 1.2.3 A 3 . Done ; 1 = 1.2.3 A ; et A== . 

Prenant successivement les differences quatriemes et cin- 
quiemes, on obtient 
e 5 sin. 5 i^cos.i» = A T (6 s .. .i 5 ) Bs 5 +_A T (6 7 ...i 7 ) Cz 7 -f A T 

(6 9 ...i 9 )D% 9 -f... 
2 5 sin. 5 1- 2 cos. fs = A v (7 5 ...2 5 ) B2 5 -f- A v (7 7 ..s 7 ) Cs 7 + A* 

(7 9 ...2 9 ) Dz 9 + . . 
s 5 sin. 5 i)5 cos. -V- 2 = a* (8 5 ...3 5 ) B2; 5 + A v (& 7 . .'.&') Cz 7 -f A v 

(8 9 ...3 9 ) Dz 9 -f . . 
R£duisant en suites les facteurs des premiers membres 
(§ 11.) ; les premiers termes de ces membres sont z s ; et les 
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premiers termes des seconds membres sont 1.2... gBz 5 . (§ 1.). 
Done; 1 = 1.2...5B; et 



1 a 2t t • • *J 

Prenant de merae successivement les differences sixiemes et 
septiemes ; on obtient 

— 2 7 sin. 7 j- z cos. f z = A vii (8 7 ...i 7 ) C% 7 -f A™ (8 9 ...i 9 ) Ds 9 + 

a™ (8"...i") E?" H- ,:' 

— s 7 sin. 7 i % cos.-^s = A vii (QA..2 7 ) Cs 7 + A Tii (9 9 ...2 9 ) Ds 9 + 

A vii (9". -a") Es" + . . 
~s 7 sin. 7 ~%cos.^% = A va (io 7 ...g 7 ) C% 7 + A vii (io 9 ...g 9 ) D» f 

% A vii (io II ...3 I1 )E%" + ,. 

Reduisant en suites lesfacteurs des premiers membres; le 
premier terme de ces membres est z 7 ; et les premiers termes 
des seconds membres sont 1.2.... jCz 7 . Done ; C= — — — -. 

1 »2/ « •• y 

Prenant de meme les differences huiti ernes et neuviemes ; 
on obtient, par les m£mes raisonnemens ; 

d = + t£5"' P uis E = - r£n ; F = + lira •• 

Done, enfin; sin. z = z — ^'+~ *'— 7jr 7 % '+ T^ 
z°— 

§ 13. La recherche des cosinus se fait de la m£me ma- 
tt i ere. 

Soit cos. * = 1 — Az + B%*-f Cs 3 + Ds 4 + Ez<+ . . 
et partant,cos. 22= 1 — 2 Ax -{- 2 2 B% 4 -f 2 3 C% 3 -{- 2 4 Dz 4 + 

2 5 Ez s + ... 
cos. 32; = 1 — 3A2 -f- 3*Bs: a + 3 3 C* 3 -j- 3*1)2;* + 

3 5 Ez s + . . . 
cos. 49= 1 — 4 Ax + 4 a Bs* -f- 4 3 C2; 3 -f 4*Ds;* -f- 

4 S E% 5 + . • • 
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Soient prises les differences premieres ; on obtient 

— 2sin.i-£sin.fz= — Az + (2— i 2 )Bx 2 + (s 3 — 1 3 ) CV + 

(a 4 — 1 4 ) D% 4 + . . . 

— 2 sin. £2 sin. f-z = — As -j- (3* — 2 2 ) B2 2 -f- (3' — 2 3 ) CV -f 

(3 4 — 2 4 )D% 4 + ... 

— 2 sin. £* sin. lz =s - As; + (4 1 — 3*) B2 2 -J- (4— 3 s ) C2 3 -f 

( 4 4 -3 4 )D 2 ; 4 +... 

Developpant en suites les facteurs des premiers membres ; les 
premiers termes de ces membres contiennent les secondes 
puissances z 1 de z ; et ces membres ne contiennent pas la 
premiere puissance de z. Done ; dans les seconds membres, 
la seconde puissance de % doit aussi manquer ; done, A = o. 
On montre de la m6me maniere, et conformement a ce qui est 
developpe dans le § 12 ; que les puissances de z a exposans 
impairs manquent dans l'expression du cos. z ; de sorte que, 
le cosinus est une fonction de z de la forme ; 

cos. z = 1 — A«*+ Bs 4 + C» 6 -f- Ds 8 -f 

et partant, cos. 2%== 1 — 2 2 A% 2 -J-2 4 B2; 4 4- sfCz^sfDz* -J- . . . . 

cos. 3* = 1 — 3*As*+ 3 4 B% 4 + 3 6 Cz 6 +3 8 D« 3 + . . . . 

cos. 4% = 1 — 4 4 A^+ 4 4 B% 4 + 4 6 C% <! +4 8 D% 3 + . . . . 

Soient prises les differences secondes ; on obtient 

— 2* sin.* !* cos. 22; = — A"(3*....i*) A% 2 + A H (3 4 ...i 4 ) Bz 4 + 

A ii (3 6 ...i 6 )C^ + A»(3 8 ..,i 8 )D^ 8 .... 

— 2 2 sin. 2 1* cos. 3*== — A H (4 2 ...2 2 ) A* 2 -f A i; (4 4 ...2 4 ) B* 4 -f 

A ;i (4 6 ...2 6 ) 6 + A ;i (4 s ... 2 8 ) D2 8 

-— 2 2 sin. 2 \ z cos. 42;= — A" (5 2 ..-3 2 ) As; 2 + A H (5 4 ..-3 4 ) B2 4 + 

A" (5 6 -3 6 ) C% 6 + A" (5 8 -3 8 ) Ds 8 . . . . . 

Reduisant en suites les premiers membres de toutes ces 
equations ; leur premier terme est — 2 2 . Mais, le premier 
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terme des seconds membres est — * l .2 . Az'. Done ; 1 = 1 .2 . A ; 

et A = 



1.2 



Prenant successivement les differences troisiemes et qua- 
triemes ; on obtient 
2 4 sin. 4 1-% cos. 32; = A iv (4 4 ...i 4 ) Bz 4 + A iy (4, 6 ...i 6 ) Cz 6 + A iT 

(4 8 ...i s ) Dz s + A iv (4, ,0 ...i*°) Ez 10 . . . . 
» 4 an.*|» cos. 4% = A iv (5 4 ...2 4 ) Bs 4 + A iv (5 s .. .2 6 ) C% 6 4. A iv 

(5 S ...2 8 ) D2; 8 + A iv (5 ,0 ...2 10 ) E%'° . . . 
» 4 sin. 4 1- s? cos. 52 = A iv {6\..q 4 ) Bz 4 -j- A iv (6 s ... 3*) C* 6 + A iv 

(<?\..3 S ) D% 8 + A iv (6 I0 ...3'°) E/° . . . 

D ou Ton a de meme ; i.= i.2... 4B; et B = . 

7 ^ ? 1. 2. ..4 

Soient prises successivement les differences cinquiemes et 
sixiemes ; on obtient 

~2 6 sin. 6 |-%cos. 42 = A vi (6 6 ....i 6 ) Cz 6 + A vi (6 8 ....i 8 ) Ds 8 + 

A^S 10 ...^ ) E% 10 + . .. 

— s 6 sin. 6 1- % cos. 5% = A vi (7 6 ...2 6 ) C% 6 + A Vi (7 8 ,..2 8 ) D% 8 + 

A vi (7 I0 ....2 IO )E% IO + ... 

— 2 6 sin 6 i % cos. 6% = A vi (8 6 ...3 6 ) C% 6 + A vi (8 s .. 3 8 ) D% 8 + 

A vi (8 I0 .... 3 IO )E% ie + ....* 
D'ou Ton obtient — 1 = 1.2... 6C ; et C = — 



I.2...6 * 

I 



On obtient successivement ....... D = -I r-. 

1 1. 2.. .8 

E = - 



1. 2. ,,IO 



Etpartant; cos. z = i - ~ z* + -J— tf — -i^^-j. 

I s I 10 t 

J ' o ^ " As "T" • ••-■•••• 

I.2...8 1. 2. ..IO . ■ 

§ 14. Puisque sin. z^z-jf-z 3 + -^ % 5 - ^ %'+ 



I.2.3 1. 2. ..5 1. 2... 7 



I o 

- 2T 



1. 2. .9 

et cos. £ = 1 — s 4 -J — % 4 l —r %* -¥ — l —r % 8 -— ... 

1.2 * 1. 2. .4- 1. 2. ..6 * 1. 2. ..8 
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tans* 2; 1 sm - z \ ^ t,2, 3 1,2,. 5 1.2.. 7 1.2...9 ^_ 

o* [ cos.*/ T 1 ». 1 _. 4 1 ^ 6 , ; r 8-' 

1.2 1.2. .4 1, 2. .6 1.2. .8 

§ 15. Apres avoir exprim^ le sinus, le cosinus, et la tan- 
gente cTun arc, dans cet arc ; on pourroit reciproquement par 
la mdthode du retour des suites, exprimer Tare dans ces fonc- 
tions de lui-merae. La m£thode suivante est plus elementaire ; 
etplus conforme au proc^de quej'ai suivi jusqu'a present. 

n(cos. ^4-sin.^A/— i) n -J-(cos. z— sin>z\/—i) n 
est connu ; que, cos, nz — ~ j^li z — l. 



sin. nz 



2 

(cos. z-\- sin. z\/ — i) M — (cos. z—s\n. z*/ — i) n 



2^ — 1 

De-la ; cos. nz + sin. nz </ — 1 = (cos. z -J- sin. z s/ — 1)* ; 

(cos. nz + sin. nz s/ — 1)~ = cos. z + sin. z</ — 1 

cos. nz — sin. nz </ — i = (cos. z — sin. z s/ — 1)* ; 

1 

(cos.nz — sin.nz^/ — i) n =cos. z — sin. z </ — 1 

r% . , (cos. nzA- sin, nz\/ — \) n 4-(cos. nz — sin. nz*J — i) n 

Partant ; cos. z = v — — - — — ~ — L 

2 

1 1 

(cos. nz~{- sin. nz*/ — i ) n — (cos. nz — sin. nz\/~ i) n 



sin. z 



2*/ — 1 



De-la; n sin. z~ cos. nz n x(tmg.nz Partant aUSSi ; n sin. —zzzcos. z n (tang, z 

II I I 



". 3 nz — * n . m £ano\ 3 t 



tang. 3 nz — * . • tang. 3 z 

1.2 3 1.2 3 ° 

j mmmt l ' * ri 

-f ■ ■ ■ tang. 5 nz » H .... tang, s # 

1.2 5 1.2 5 ° 

1 £ 1 1 y- 1 

n n ^ 7 n n 



••»»» 



tang. 7 #s — .... tang. 7 z 



1,2 7 1.2 7 



1 
1 



3-JL 1 -i- 8-i. 
2* tang. %# + ! 

1.2 Q ° 1.2 



4. , .. tang. ?nz + tang. 9 z 



+ + 

MDCCXCVI. 
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Done aussi ; les limites des deux membres de cette equation 
sont igales entr'elles. Mais, en augmentant n, les limites sont 
%, et tang. z~r-± tang. 3 z 4- -j tang. 5 z — ~ tang, 7 % + ir tang. 9 % 



Done ;% = £ — ■§■ ^ 3 + -3- i 5 — - y i 7 + ^ ^ — • • • • > (faisant £ 
■== tang. 3). 

Remarque. Je m'exprime dans ce memoire d'une maniere 
fort concise sur le passage des quantity variables susceptibles 
de limites a leurs limites. Je suppose connu que cette theorie 
peut etre degagee de toute idee de Tinfini ; et rappellee a la 
methode rigoureuse des anciens connue sous le nom de Me- 
thode d 9 Exhaustion. D'apres Newton, Maclaurin 3 'Robins, 
et autres auteurs, j'ai tach6 de mettre cette theorie a 1'abri 
de toute contestation, dans ma Prix sur Tinfini Mathematique, 
couronnee par TAcademie de Berlin en 1786. J'espere Fa voir 
fait de la maniere la plus satisfaisante dans Fouvrage qui s J im- 
prime dans ce moment sous le titre : Principiorum Calculi dif- 
ferentialis et integralis Expositio elementaris. 

§ 16. Des formules precedentes, on d^duit aisement les for- 
mules differentielles des fonctions trigonometriques des arcs 
de cercle. 

Puisque sin. s = % - j^ % z + -^ % s - j^j % n + 73—- * 



d. sin., JL.J+ _i_ **_ ' z € + -f^- z* 

1.2 » 1.2. .4 I.2..D ' I.2...0 



dz 1.2 1. 2. .4 

= COS. z. 



» • * * 



I a I _6 . 1 _8 



Puisque cos. % = 1 — -~- s* + -7x7 z+ ~~ TIT %6 + TO" % ' 



• « * • » 
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df. cos. z 

■ H I hip iii IIIIM 

dz 



% J z 

1 1,2.3 



i 5 . 1 

1.2. .5 l 1. 2., 



1 ? 

7 



*«.«*» 



Puisque tang. % 



cos. 2 # + sin. % z 



sin. ^r # J. tang, z 



sin. 2. 

J« sin. z 



COS. £ 



^2 



«—• a» Sin» #» 



cos. z 



COS. a # 



COS. a £ 



dz 



Sec. %• 



mummf 



COS. a £ 



d . cos, g 



^ 

d* 



C'est ce qu'on pourroit tirer de Fexpression 

1 

3 - ■ 1 5 

J_ M ££ »-J-» £ , " IIJ J/ ' "J t* 



«y _ * * / 3 I JL /S I 4? i_J_ 4 






l8 



i -f it 



sec. a £ 



; et 



partant ^- = sec.*t 

De-la encore, on d6duit les rapports differentiels de tous les 
ordres successifs. 



Savoir ; 



d, sin. z 

dz 
d % sm.z 

dz z 
d 3 sin,# 

dz 3 
^ 4 sin.5; 

dz 4 - 

d 5 $m.z 
dz' 



COS. % 



sin. % 



cos. % 



— j— 1 Sill. A/ 

+ COS. % 



d.cos.z 

1 

dz 

d^cos.z 
dz 7 - 

d 3 cos.z 
dz 3 

d^cos.z 
dz 4 - 

d s cos.z 
dz 5 



— sin. % 



cos. % 



+ sin. % 

—J— COS. 5/ 



sm. % 



Troisie v me Partie. Sur l'Analogie entre les Loga- 

RITHMES ET LES FONCTIONS TRIGONOMe'tRIQUES DES ARCS 
CIRCULAIRES. 

§ 17. La ressemblance qui regne entre le proc&Je par lequel 
j'ai obtenu les expressions des quantity exponentielles dans 
leurs exposans, et celui par lequel j'ai obtenu les expressions 
du sinus et du cosinus d'un arc dans cet arc, me paroit ex- 

Y2 
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pliquer de la maniere la plus lumineuse Fanalogie observe 
depuis longtems entre les quantites exponentielles et ces fonc- 
tions circulaires ; et rendre raison de la conformite des resul- 
tats de ces precedes. 



2 • . Z 



Par le § * ii«_= 1 + _L. tf+ _1_ *•+ -i^ *« + 

1. 2. ..8 ■ 1.2... IO * 



• * • 



Et (i 13.) cos. 2= i — -7— «*+-r - — ^ ^-z 6 H ^^ 8 ~ 

\0 O J 1.2 * 1.2. ,4 1. 2.. .6 * 1. 2... 8 

-1 — % 10 4- ... 

1.2... 10 ' 

Ces expressions different seulement par les signes des termes 
alternatifs, qui contiennent des puissances impairement paires 
de z; partant, si dans la premiere on change le signe de zz 9 
en substitant — zz a zz 9 ou z</ — 1 a z % on obtiendra la 
seconde ; d'ou Ton a et6 appelle a presenter cos. % sous la 



forme exponentielle imaginaire, cos. z 



e 



+Z*/—1, e —Z\/—l 



2 



'*-' Z - » ,3 , L__^5 , I „% 



Dememe(§ 4 .);— - — = % + T5 ^-% + ~_ % * + __ % 
4-— — % 9 + 

1 I.2...Q » 



I -r . I 9 



Et sin. # = z —z ~l % s - 2 -4 ■ — z' 

1.2.3 * 1.2. ..5 1. 2. ..7 » 1. 2. ..9 

Si dans le second membre de la premiere Equation on sub- 
stitue z s/ — lh; et si on divise le r^sultat par v/— 1 ; on 
obtient le second membre de la seconde Equation. De-la, 
on a <bt& appell6 a presenter sin. z sous la forme exponentielle 

imaginaire, sin. z = — -■ . 

_ i ' e z</-i_ e -z</-* 

De-la ; tang, z — -——, -pr— ~— - ; et t s/ -r- 1 = 
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Done; e zv ~~ l :e~~ zV ~~ l = .i ~f is/ '— 1:1— £</ — * 
/^■"^l = 1 + ts/~ 1 : l — £</— 1J- 

2za/— 1 i-f^y— 1 , i-My— . i 
£ = Z^ . qz </ _ 1 — logr. — ~2L . 

2 L_ w ' + **/-' 

Cette formule auroit pu aussi etre d^duite des deux ex- 
pressions 

%-=Z-t j t -j- 6 / 7* ^ + "9 ^ "-r- ..... .. 



